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,MINDEN MODELL ROSSZ,

DE NEMELYIKUK HASZNOS”

HITELEZESI SCORING MODELLEK MODELLEZESI
KOCKAZATA

Polldk Zoltdn - Kocsis Addm

A pénziigyek vildgaban a dontések tdmogatasara modelleket alkalmazunk, mert
a valosag teljes egészében torténd megfigyelése lehetetlen. A 2008-as valsag éle-
sen felszinre hozta az alkalmazott modellek hibait és rairanyitotta a figyelmet
a modellkockazat jelentéségére. Tanulmanyunk célja specilisan az adésmind-
sitési modellek modellezési kockdzatdnak szamszer(sitése. Ennek szellemében
el6szor bemutatjuk a modellhibdk okozta lehetséges, portfolidszintl veszteségek
meghatdrozasanak maddjat. Az igy nyert veszteségeloszlas széleiben rejld, minél
tobb informaciot felhasznalva, az extrémérték-elmélet segitségével megadhatd-
ak a modellezési kockazat kiilonb6z6 kockazati mértékei. Az elméleti attekintést
kovetéen az ismertetett eljarasokat egy nyilvanosan elérhet6 adatbazison, R segit-
ségével mutatjuk be.!

JEL-kédok: Co1, C13, C19, C2s5, Cs2, C58, G21, G28

Kulcsszavak: modellkockazat (model risk), addsmindsités (credit scoring), reject
inference, extrémérték-elmélet (extreme value theory), kockaztatott érték (Value-
at-Risk - VaR), varhato hidny (expected shortfall)

1. A MODELLEZESI KOCKAZAT

Az iizleti életben végbemend folyamatokat komplexitasukbdl adédéan minden
részletre kiterjed6éen megfigyelni, leirni lehetetlen. Ezért aztan modelleket alko-
tunk, amelyekben ismereteinket rendszerezhetjiik, tomorithetjiik. Ebbél az egy-
szerlsitésbdl adoddan mindig szem el6tt kell tartanunk, hogy ,,makettiink” csak
a valdsag egy kicsinyitett masa, és nem azonos azzal. A modell alapjan levont ko-
vetkeztetéseink pedig csak lokdlisan, adott keretek kozott érvényesek, ezért min-
denképpen sziikséges, hogy teljesiiljenek az elézetesen tamasztott feltevéseink.

1 A tanulmdny az ,Innovativ matematikai modellek kutatdsa a bazeli banki kockazatok mérésére
és tékekovetelmény szamszerisitésére a piaci, miikodési, likviditdsi és mésodlagos kockazatok terii-
letén; valamint pénziigyi termékek dralakuldsénak viselkedés-alapti elérejelzése” cimii Uj Széchenyi
Terv keretében finanszirozott kutatasfejlesztés soran (PIAC_13-1-2013-0073 szamu projekt), eurdpai
unids tdimogatds mellett valosult meg.
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A néhany éve kirobbant gazdasagi vilagvalsag élesen felszinre hozta a korabban
hasznalt modellek hibait, és onmagaban véve a modellkockazat kezelésének fon-
tossagat. Dolgozatunk cime egy George E. P. Box tollabdl szdarmazé idézet. A 2013-
ban elhunyt brit statisztikus nagyon talaléan vilagitott ra (még a valsag kirob-
bandsa el6tt) a modellezési kockazat jelent6ségére: ,,Lényegében minden modell
rossz, de némelyikiik hasznos.” (Box-Drapet, 2007, p. 414.)

A hasznos modellekre tehét sziikségiink van, de mivel azok egyszerusité jellegiik-
bél adéddan hibaznak, érdemes kiilonos hangsulyt helyezni a modellezési kocka-
zatra. Ezt a pénzigyi szektort szabdlyozo szervezetek is felismerték, és elvarjak
a feltigyeletiik ald tartozo intézményektdl ennek figyelembevételét kockazataik
mérésénél.

1.1. Rovid szabalyozasi kitekinté

A hitelintézetekre és befektetési vallalkozasokra vonatkozd, bazeli szabélyozas
masodik pillére egy belsé tokeszamitést (Internal Capital Adequacy Assessment
Process — ICAAP) ir el6, ahol minden (a szabalyozas hatalya ala tartozd) intéz-
ménynek sajat maganak kell felmérnie 6sszes relevans kockazatat. Mivel itt a
mért kockazatok kore bévebb, mint az els6 pillérben, az esetek tobbségében ma-
gasabb t6kekovetelmény adodik a szabalyozdi minimumbhoz képest. Amennyiben
azonban kevesebb lenne a belsé modell altal kalkulalt t6kekovetelmény az elsd
pillérhez képest — és ezt az MNB feliigyeleti szerve a feliigyeleti feliilvizsgalati fo-
lyamat (Supervisory Review and Evaluation Process - SREP) soran jovdhagyja -,
nem sziikséges addicionalis tékét képeznie a pénziigyi intézménynek.

A masodik pillérben a feliigyelet arra szeretné 0sztonozni az intézményeket,
hogy tudatosabban foglalkozzanak a sajat kockazataik mérésével, alkalmazzanak
korszer(ibb, pontosabb kockazatkezelési technikdkat. Az igy nyert tudds pedig a
folyamatokba dgyazddva tdmogathatja az adott intézmény prudens miikodését,
amely nemcsak feliigyeleti kivinalom, hanem valamennyi érintett (stakeholder)
érdeke.

A szabdlyoz6 a hitelintézetektdl és befektetési vallalkozasoktdl minimélisan a ko-
vetkez6 kockazatok figyelembevételét és mérését varja el:
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1. dbra

A modellkockazat elhelyezkedése a banki kockazatok kozott

Els6 pillérben fedezett

kockazatok

Elsé pillérben nem teljesen

fedezett kockazatok

Masodik pillérben fedezett
kockazatok

Hitelkockdzat ]

Modellkockazat ]

—[ Koncentracios kockazat

Miikodési kockézat ]

Rezidudlis kockazat

—[ Orszagkockazat

Piaci kockdzat ] Ertékpapirositasi kockézat] kockazat

—[ Likviditasi kockazat

—[ Elszamolési kockézat

Stratégiai vagy tizleti
kockazat

)
]
_[ Banki konyvl kamatlab- ]
]
]
]

—[ Reputédcids kockazat ]

Forrds: sajat abra az MNB ,, A feliigyeleti feliilvizsgdlati folyamat (SRP)” cimt médszertani ttmutatdja
alapjan

A tovabbiakban tanulményunk a modellkockazattal foglalkozik részletesebben,
amelyet — ahogyan az 1. dbrdn is latszik - az els6 pillérben nem teljesen vesznek
szamba, igy az intézményeknek mindenképpen at kell gondolniuk helyes kezelé-
sét, és ennek megfeleléen kell elvégezniiik belsd t6keszamitasukat.

A modellezési kockazat ,,annak a kockdzata, hogy a modellek hibdibol kifolyolag
gazdasdgi veszteséget okozé dontéseket (példaul elbirdlds, drazds) hoz az intéz-
mény.” (MNB, 2012b, p. 25.). A szabdlyozas kiemeli, hogy nem elsésorban az em-
beri hanyagsag okozta modellhibak tartoznak bele a fogalomba, hanem a pénz-
tigyi folyamatokban végbemend olyan valtozasok miatt bekovetkez6 veszteségek
is, amelyek multbeli adatokbdl nem olvashatéak ki. Ez a fajta kockdzat 6nmaga-
ban azért meriil fel, mert alkalmazott modelljeink sosem lehetnek tokéletesek.

A modellezési kockazatot kvantifikalni nagyon nehéz. A modellhibékat stressz-
tesztekkel, valamint érzékenységvizsgalatokkal meg lehet becsiilni, ugyanakkor
ezeket veszteséggé alakitani annal nehezebben kivitelezheté feladat. Ezt szem
el6tt tartva, a szabalyoz6 nem elsésorban addicionalis téke tartdsat varja el, ha-
nem inkdbb folyamati kezelésmddot javasol a feliigyelt intézmények szamara.

A pénziigyek vildgaban szamos teriileten alkalmaznak modelleket. A kévetke-
z6kben a modellkockazat egy részteriiletére, a hitelezési scoring modellekkel kap-
csolatban felmeriil6 kockazatokra fogunk fokuszalni.
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1.2. Hitelezési kockazat és a scoring modellek

A hitelintézetek hagyomanyos tevékenységei kozé tartozik a betétgyuijtés, vala-
mint a hitelnyujtas. Amig azonban a bank az egyik oldalon szinte korlatozas nél-
kiil elfogad betétet, addig a masik oldalon nagyon megvélogatja, hogy kinek is
adjon kolcsont, és milyen feltételekkel.

A bankok az aktivaik kozott talalhato hitelportfolio esetleges veszteségeinek el-
lentételezésére kotelesek a bazeli szabalyozas els6 pillérének keretében tékét ké-
pezni. A hitelkockazat ,,annak kockdzata, hogy a kotelezett részben vagy egydl-
taldn nem fizeti vissza a kotelezettségeit akkor, amikor azok esedékessé vilnak”
(Radnai-Vonndk, 2010, p. 14.).

A probléma jelentdségét mi sem jelzi jobban, minthogy a hitelezési kockazatra
képzik a bankok teljes tokéjik kétharmadat, nem ritka esetben haromnegyedét
is, amivel a hitelkockdzat a legjelentésebb banki kockazat (Krekd, 2011). Ebbél
is latszik, hogy a pénziigyi intézményeknél kardindlis kérdés a probléma minél
atfogobb kezelése.

A keletkezd veszteségek megel6zésének szamos mddja van a banki gyakorlatban.
Ilyen példaul az, amikor a bank limiteket alkalmaz egyes intézményeknek, vagy
akar ipardgaknak nyujtandé hiteldsszegre. Igy elkeriilhetd a tulzottan koncent-
ralt kihelyezésekbdl eredé hitelkockazat. Tovabbi kockazatcsokkenté modszer
lehet a fedezetek megkovetelése, amelyeknek az értékesitésébdl a bank kielégitést
nyerhet az adds nemfizetése esetén.

A hitelkockazat kezelésének legalapvetébb mddja azonban, ha a bank elézetesen
probalja minél hatékonyabban felmérni, hogy a hiteligénylék vissza tudjak-e majd
fizetni a nyujtott kolcsont és annak kamatait. A potencidlisan jo, illetve rossz iigy-
felek szétvalasztasaban (vagy mas néven a klasszifikacidban) nyujtanak segitséget
a credit scoring modellek.

"o

Az adésmindsités tulajdonképpen egyidés a hitelezési tevékenységgel. A 20. sza-
zad elsé feléig azonban tisztan szakért6i alapon, a statisztika eszkoztaranak hasz-
nélata nélkill biraltak el a hitelkérelmeket. A nagy attorés 1941-ben kovetkezett be,
amikor David Durand egy diszkriminanciaanalizisen alapul6, pontozasos rend-
szert alkalmazott autévasarlasi hitelt felvenni késziil6 maganszemélyekre (Kiss,
2003).

Napjainkban az alkalmazott statisztikai eljarasok kozott egyértelmtien legelter-
jedtebb a logisztikus regresszio, melyet el6szor Delton L. Chesser javasolt 1974-ben
az adosok varhatd nemteljesitésének elGrejelzésére.

Azéta modellek sora latott napvilagot, amelyek anélkiil is képesek hatékonyan
megoldani a klasszifikicio problémadjat, hogy barmilyen elézetes feltételezésiink
lenne a sokasaggal kapcsolatban. Eppen ez az automatizalt jelleg a legfébb veszé-
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lye ezen modelleknek, hiszen sokszor képesek fekete dobozként miikédni, az azt
mukodtetSk pedig néha at sem gondoljak a benniik rejlé veszélyeket.

A kovetkez6kben megprébaljuk felderiteni a hitelezési scoring modellek azon
gyenge pontjait, ahol fellelheté a modellkockazat. Az elsé ilyen sarkalatos pont az
alapadatok reprezentativitasanak kérdése.

2. MODELLKOCKAZAT MINT A HIANYZO ADATOK PROBLEMAJA

Modellkockézati szempontbdl a legalapvetébb probléma nem az addsmindsitd
modellekben keresendd, hanem magukban az alapadatokban. Hasznalhatunk
barmilyen szofisztikalt modellt annak eldontésére, hogy mely tigyfeleknek ad-
junk kolcsont, ha mar a modellezéshez hasznalt adataink sem megfelel6ek. A
problémat mintankkal kapcsolatban a szakirodalomban szelekcids torzitdsként
emlegetett jelenség jelenti (Little-Rubin, 2002).

A szelekcios torzitds azért 1ép fel, mert a modellezéshez hasznalt minta dltalaban
nem reprezentativ, mivel csak azon tigyfelek esetében adhatunk minden valto-
zénknak értéket, akik mdr atestek egy kivalasztasi folyamaton (kaptak hitelt).
Amely tigyfelek nem jutottak kolcsonhoz, azokrél nincsen informacionk, hogy
vajon teljesitették volna-e fizetési kotelezettségeiket.

Egy olyan fiktiv intézményben, ahol a hiteligényl6k egy pénzérme segitségével, fej
vagy iras alapon kapnak hitelt, jogos feltételezés lehetne, hogy a hitelt megkapd
tgyfelekre az egyes valtozok eloszlasa azonos az elutasitottakéval, vagyis a min-
ta reprezentalja a teljes sokasagot. A gyakorlatban azonban a bankok kiil6nb6z6
modellek segitségével probaljak eldre jelezni, hogy az adott iigyfél jo vagy rossz
(cs6dos) lesz. A befogadas igy nem véletlenszert, vagyis a meghitelezettek (akik-
nek az adataibél modellt épitiink) nem fogjak megfeleléen reprezentalni az 6sszes
kérelmezét.

A szelekcids torzitas raadasul altalaban egy rossz iranyd kockazat (wrong-way
risk). Ennek belatasara folytassuk az imént megkezdett gondolatmenetet. A ban-
kok tobbnyire kifinomult credit scoring modelljei feltehetéen jobb kivalasztast
biztositanak a fej vagy iras alapu hitelmindsitésnél. Ebben az esetben realis felté-
telezés lehet, hogy a befogadottak korében nagyobb ardnyt képviselnek a jé tigy-
felek, mint az elutasitottak korében. Igy tehdt egy olyan mintan fogjuk elvégezni
a modellépitést, amelyben a jo tigyfelek felillreprezentaltak, az ardnyaiban keve-
sebb rossz tigyfél bekeriilése pedig azt eredményezi, hogy kisebb megbizhatdsag-
gal lesz képes a modelliink felismerni a rossz tigyfelek karakterisztikdjat, mintha
a sokasagot teljesen reprezentald, aranyaiban tobb rossz tigyfelet magaban foglalo
mintank lenne.
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A probléma figyelmen kiviil hagydsa esetén romolhat az adésmindsitési modellek
klasszifikacios képessége, a modellhibdk (vagyis a téves besorolds) miatt pedig
vesztesége keletkezhet a hitelintézetnek.

A szelekcios torzitas problémajanak kezelésére kiilonféle — 6sszefoglaloan reject
inference*-nek nevezett — technikakat javasol a szakirodalom, amelyeknek az a
lényege, hogy be kell épiteni az elutasitottakat is a modellbe, példaul ugy, hogy egy
becslést adunk azok viselkedésére, ha kaptak volna hitelt.

2.1. Az adathiany fajtai

A hianyz6 adatok kezelése egy viszonylag Gj tudomdnyteriilete a statisztikanak.
Az 1970-es évek elején, a szamitastechnika fejlédésével jelentek meg az elsé to-
rekvések a probléma atfogobb orvoslasara. A kovetkezékben szeretnénk réviden
attekinteni az adathidny legalapvetébb tipusait, hogy a kés6bbiekben a most be-
vezetett elnevezés- és fogalomrendszert tudjuk hasznalni a probléma modellkoc-
kazati vonatkozasainak elemzésekor.

Azadathidny leirdsanak egyik megkozelitése, amikor annak mintézatat probaljuk
meghatarozni (Little-Rubin, 2002). Hagyomanyosan egy credit scoring rendszer
épitésénél az adatmatrixunk gy épiil fel, hogy soraiban talalhatjuk az egyes meg-
figyeléseket, az oszlopokban pedig a vizsgalt valtozokat. Ezek a valtozok lehetnek
hidnytalanul felt6ltve (nyilvanvaléan ez az idedlis allapot), vagy tartalmazhatnak
adathianyokat egyes megfigyelési egységekre nézve. Attdl fiiggéen, hogy ezek a
hianyzé értékek hogyan helyezkednek el alapadatmatrixunkban, hatféle kiilon-
b6z6 adathiany-mintazatrdl (missing-data pattern) beszélhetiink.

A 2. dbrdan az (a) eset mutatja az egyvaltozds adathidnyt, amikor a hidnyzo ér-
tékek egyetlen valtozd tekintetében jelentenek gondot, a tobbi valtozd teljes. A
dolgozatunkban vizsgalt kérdés tipikusan ezzel a mintdzattal irhaté le, hiszen
esetiinkben egyetlen valtozdban, a hitelkockdzatot megtestesitd magyarazé val-
tozoban hidnyoznak értékek (azok esetén, akiket elutasitottak), a hiteligénylék
karakterisztikdjat leird, tobbi valtozé minden megfigyeléshez rendel értéket. Itt
természetesen azzal a feltételezéssel éliink, hogy a hiteligényléskor minden ké-
relmezé hidnytalanul kitoltott valamennyi bank altal kért adatot. Fokuszéljunk
tehat a tovdbbiakban az egyvaltozds adathiany esetére!

2 A szelekcids torzitas csokkentésére iranyuld modszerek 6sszefoglalo elnevezése. A hazai szakiro-
dalomban nem jelent meg magyar nyelvi forditdsa, az eredeti angol kifejezés az elterjedt.
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2. abra

Példak adathiany-mintazatra*

(a) Egyvaltozos (b) Tobbvaltozds (c) Monoton
Y, VY, Y, Y, Y, V.Y, Y, Y, Y, Y,Y, Y, Y,

(d) Altalanos (e) Komplementer (f) Latens valtozok
Y, Y, Y, Y, Y, Y Y, Y, X Y

Megjegyzés: *Minden valtozdénal (oszlopok) a beszinezett rész jeloli a megfigyelt értékeket.
Forrds: Little-Rubin (2002)

Egy masik megkozelités szerint akkor lehet megfelel6en felmérni, kezelni az adat-
hidnyt, ha rendelkeziink valamilyen ismerettel a hidnyzas és az egyes valtozdk
kapcsolatrendszerérél, vagyis akkor, ha tudjuk, hogy milyen folyamat vezetett
az adathidny kialakuldsdhoz. Harom f6 csoportba oszthatjuk az eseteket (ezek
az adathiany-mechanizmusok - missing-data mechanism), attél fiiggéen, hogy
mennyire véletlenszert az adathiany (Oravecz, 2008):

— Teljesen véletlenszer(i adathiany (Missing Completely at Random - MCAR)
— Véletlenszert adathiany (Missing at Random - MAR)
— Nem véletlenszer(i adathiany (Missing not at Random - MNAR)

Jelolje Y = (y,) az adatmdtrixunkat, amelyben » darab megfigyelés K darab val-
toz6 szerinti értéke taldlhatd. Vezessiink be egy M = (m,) indikatormétrixot is,
amely m, elemeinek értéke 1, ha az adat hidnyzik és 0, ha megfigyelt. Forma-
lisan az adathidny mibenléte leirhatdé M adott Y melletti feltételes eloszldsaval
(f(MY, 6), ahol 0 ismeretlen paramétereket jeldl (Little-Rubin, 2002). Teljesen vé-
letlenszert adathianyrél (MCAR) akkor beszéliink, ha a teljes kortien megfigyelt
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egyedek és a hianyosan megfigyeltek eloszldsa azonos, vagyis a korabban definialt
feltételes eloszlasban M matrix nem fiigg Y-tol:

f(M|Y,0) = f(M|0) teljesiil VY, 0 esetén. (1)

Ilyen adathidany-mechanizmussal taldlkozunk, ha példdul a bank a korabban em-
litett fej vagy iras alapon donti el, hogy egy igényl6 kapjon-e hitelt.

Véletlenszert adathidnnyal (MAR) akkor van dolgunk, ha az adathianyra a hia-
nyos valtozébol nem tudunk kovetkeztetni, de elére jelezhetd a tobbi (teljes) val-
tozo segitségével.

f(M|Y,0) = f(M|Ymegfigyelt: 0) teljesiil VYhiinyzs 6 esetén (2)

ahol Y . az Y matrix hidnytalan megfigyeléseket tartalmazé komponense,

mig Y, azon rész, ahol felbukkan az adathiany. A (2) egyenletnek megfeleld,

hidnyzo
Véletlens;erﬁ adathianyt mutatja be a kovetkezd eset.
Tegyiik fel, hogy rendelkeziink egy mintaval, amelyben tigyfeleink hiteligénylés-
hez bekért adatai hianytalanul rendelkezésre allnak. Ezutan egy credit scoring
modellt épitiink, amely alapjan eldontjiik, hogy mely tigyfelek kapjanak hitelt.
A hitelnyujtast kovetden megfigyeljiik, hogy mintankbdl mely egyedek fizették,
illetve kik nem teljesitették kotelezettségeiket (default). Ez utdbbi, a hitelkockaza-
tot megtestesitd paraméter esetén természetesen az elutasitottak korében hianyzé
értékeket talalunk, de mivel egy egyértelmd, jol dokumentalt metodus alapjan
valasztottuk ki, hogy kik kapjanak hitelt, az adathianyra tudunk kévetkeztetni
a tobbi (teljes) valtozo segitségével, hiszen hitelezési scoring modelliinket is ezen
teljes valtozok segitségével épitettiik.
Az imént leirt példaban a hangsuly azon van, hogy a hitelelbiralas vildgosan le-
fektetett szabalyok szerint tortént. Amennyiben ad hoc kivalasztasi elemeket is
belevisziink a szelekcids algoritmusba (példaul kivételdgon kapnak egyesek kol-
csont), adathidanyunkra nem lehet kovetkeztetni a tobbi valtozd segitségével, igy
atcstuszunk a kovetkezd kategoriaba, amely mar kedvezétlenebb tulajdonsdgok-
kal rendelkezik.

Ez a tipus a nem véletlenszert adathiany (NMAR), amely tehat azt jelenti, hogy a
nem teljes valtoz6 adathianyara nem tudunk kovetkeztetni a tobbi valtozobdl. Ez
a verzid az adathiany legnehezebben kezelhet6 esete.

Az adathidny-mechanizmusok felismerése nagyon fontos feltétele a probléma
megfelelé kezelésének, illetve az abbdl ad6dd kockazat (vagy bizonytalansig)
szamszertsitésének.

25



26

POLLAK ZOLTAN - KOCSIS ADAM

2.2. Egy logisztikus regresszios imputacios modell Y, dichotém véltozoéra

Az eddigiekben igyekeztiink ravilagitani arra, hogy a szelekcids torzitas jelensége
egy gyakorlatban létezd és igen jelent6s probléma az adésmindsité modelleknél.
Altaldnos érvényi modszer a torzitds csdkkentésére nincs, kiilénbozé szempon-
tok szerint mérlegelni kell tehdt, hogy milyen eljarast is valasszunk.

Azzal, hogy egy hianyos adatbazisban megprobdlunk nem létez6 adatokat be-
csiilni, akaratunk ellenére mi magunk visziink bizonytalansagot a becslésiinkbe.
A valasztasunk egy logisztikus regresszio alapu, tobbszoros imputacios eljarasra
esett, mert segitségével becsiilhetd a becsléfiiggvények variancidja, valamint be-
épithetd az adathiany okozta bizonytalansag a rendszerbe (Oravecz, 2008).

A tobbszoros imputacids (multiple imputation) modellek esetén a ,,tobbszoros”
jelz6 arra utal, hogy minden hidnyzé érték helyére tobb, m darab becslést ké-
szitiink, és a végén az m-féle teljes adatbazison elvégzett elemzések eredménye-
it osszesitjik (pooling) a becsiilt paraméterek és a standard hibdk segitségével
(Little-Rubin, 2002). A pétlasok bizonytalansiga a metddus segitségével beépiil
a modellbe, igy az imputélt adatbdzis kozeliteni képes a teljes adatbazisban 1évé
valtozékonysagot.

A t6bbszoros imputacio logikajat és az el6bb bemutatott f6bb 1épéseket mutatja a
kovetkezd dbra (m = 3):

3. abra
A tobbszords imputacio fobb lépései

Elemzés

Imputalt adatok o
eredményei

Osszesitett

Hidnyos adatok eredmények

Forrds: Buuren-Groothuis-Oudshoorn (2011)

A 3. dbrdn szerepld 3 iterdcid a gyakorlatban azért még kevés, de mar 10-20 a leg-
tobb esetben elegend6 (Buuren-Groothuis—-Oudshoorn, 2011).
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Az altalunk hasznalt modell egy tobbszords imputacios eljards, amely specidlisan
egyvaltozds adathidny esetén alkalmazhatd, ahol a nem teljes valtozé dichotéom
(értékei kizardlag 0 vagy 1 lehetnek):

Jelolje 0 egy ismeretlen paramétereket tartalmazo vektort, X, pedig a hidnytalanul
megfigyelt valtozok halmazat (ezek lesznek a magyardz6 véltozok). Legyen Y, a
hianyos dichotém véltozd, amelynek hidnyz értékeit becsiilni szeretnénk. Ekkor
az Y, dummy valtozo feltételes eloszlasa a kovetkezo:

f(Y;1X;,0) = logit™*(X;0)"i[1 — logit™* (X;0)]* Y&, (3)

ahol az inverz logit fiiggvény a kovetkezét jelenti:
a

logit™t(a) = (4)

1+e¢
A 0 paraméterek becslése maximum likelihood mddszerrel torténik a teljes koru-
en megfigyeltek (vagyis a befogadott kérelmez6k) adatai alapjan. Az egyes hiany-
z6 értékek imputdcidjat az eljaras harom lépésben valositja meg.

1) El8szor a megfigyeltek adatai alapjan szamitott, becsiilt varhatd értékd és
variancidji normélis eloszlasbél huzunk annyi darab véletlen szdmot, ahdny X,
magyarazé valtozonk van (a kapott vektort jeloljiik 6,-gal).

2) Ezen becsiilt paramétervektor segitségével minden hidnyzé megfigyelésre ki-
szamoljuk a logit 1 (X;6.) értékét, amely egy 0 és 1 kdzotti valds szdmot ad ered-
ményil.

3) Végiil pedig minden hidnyzé érték esetén generdlunk a (0,1) intervallumon
egy egyenletes eloszlas véletlen szdmot (ezt jeldljiik v -vel). Ezek utdn pedig nincs
mds dolgunk, mint hogy Y, = 0 értéket irunk a hidnyzo adat helyére, amennyiben

v; > logit™'(X;6.) és Y, =1 értéket egyébként.
Tobbszoros imputaciorol 1évén szo, ezen harom lépést ismételve, létrehozunk m

darab fiiggetlen, teljes adatbazist (mindig uj véletlen szamokat generalva), amely-
nek eredményeit aztan a 3. dbrdn illusztralt modon 6sszesitjik.

Azimént ismertetett eljaras egy viszonylag egyszer, tobbszords imputacios mod-
szer, amely alkalmazhaté egyvaltozds, MAR-tipusu (azaz véletlenszerii) adathi-
any kezelésére, ahol a hianyosan megfigyelt valtozd dichotom. A 4. fejezetben egy
valds adatbazison fogjuk bemutatni ezt az eljarast, és segitségével megprobaljuk
csokkenteni a szelekcids torzitast.

3 Azeljarastlasd részletesebben: RUBIN (1987), p. 169.
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3. ADOSMINOSITESI MODELLEK MODELLKOCKAZATANAK MERESE

Az el6z6 fejezetben bemutattuk a szelekcids torzitas jelenségét, valamint egy an-
nak a csokkentésére iranyul6 technikat. Erre egyrészrol azért volt sziikség, mert
ezen modszer segitségével javithato a hitelezési scoring modellek klasszifikalo ké-
pessége, masrészt a modellezési kockdzat mérésénél azzal a feltételezéssel fogunk
éIni, hogy a logisztikus regresszios scoring modell eredményei az egyes tigyfelek
csédvaloszintiségeiként értelmezhetek. Ez utdbbi feltevés csak akkor teljesiil, ha
a modellépitési minta reprezentalja a hiteligényl6k teljes sokasagat, ami az eluta-
sitottak adatainak beépitése nélkiil nem valoésulna meg.

3.1. Klasszifikacio és a scoring modellek lehetséges veszteségei

Ebben a fejezetrészben ratériink az adésmindsitési modellek modellkockazata-
nak becslésére. A kockazati mértékek meghatarozasahoz elészor sziikségiink
van a scoring modell altal elkovetett hibak kovetkeztében fellépd lehetséges
veszteségekre.

A klasszifikacié soran kétféle hibat kvethetiink el, amelynek kiilonboz6 koltsége
van (Thomas et al., 2002). Egyrészt elutasithatunk egy valéjaban j6 hiteligényl6t
(ez a masodfaju hiba), ami miatt az tigyfélen elérhetd, potencialis profitot a bank
elvesziti. A masik lehetséges hiba, ha a rendszer jonak tituldl egy valéjaban rossz
egyedet, és ezért a bank meghitelezi (elséfaju hiba). Ez esetben tényleges veszte-
sége keletkezik a hitelintézetnek, ha az tigyfél bed6l, és nem fizeti kotelezettségét.

A modell altal eldre jelzett, illetve a ténylegesen bekdvetkezd allapot (az adott
jelentkezd csddbe ment, vagy rendesen torlesztett) dsszevetésére elkészithetd egy
2 X 2-es matrix, az ugynevezett klasszifikacios tabla (confusion matrix).

1. tablazat

Klasszifikacios tabla, benne az els6- és masodfaja hibaval

Klasszifikacios Ténylegesen 5
tabla J6 (G) Rossz (B)
» , Helyesen jonak itélt Tévesen jonak itélt (g,)
3 B
-i 16 (G) (&) elséfaja hiba g
1
- ; 1oz 1oz
S Tévesen rossznak itélt ~ Helyesen rossznak itélt
= B
= Rossz(B) ) mésodfajd hiba (b,) b
X n, n, hn

Forrds: Thomas et al. (2002)
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A Kklasszifikacios tabla tehat ugy épiil fel, hogy a soraiban taldlhatjuk adott C cutoff
(a befogadas/elutasitas kiiszobértéke) mellett a modelliink altal jonak (g), illetve
rossznak vélt kérelmezdék szamat (b). A hitelkockazatot jelz6 valtozd segitségével
(ténylegesen milyen az tigyfél) pedig meg tudjuk nézni, hogy scoring modelliink
hény egyedet sorolt be helyesen, illetve mennyiszer tévedett. Egy adott n elemt
minta mellett a klasszifikdcids tabla utolsd, dsszegzd sordban szerepld értékek (1,
n, és n) fixek, mig a modell 4ltal befogadott (g), valamint elutasitott kérelmezdk
szama (b) a cutoff megvalasztasatol fligg.

A Kklasszifikacids tabla szerkezete az elkovetett hibdk szdma adott cs6dvaldszint-
ségek mellett a cutoff megvalasztasatol fligg. A kovetkezd két tablazat mutatja a
szélséséges eseteket:

2-3. tablazat
Klasszifikacids tablak 0 és 1 cutoff értékek mellett

Ténylegesen Ténylegesen
Cutoff =0 z Cutoff=1 J6 z
Jo Rossz Rossz

8 Jé 0 0 0 8 Jé n, n, n
o) ©
2, 2,
5 Rossz n, n, n 5 Rossz 0 0 0
25} 53

z n, n, n b n, n, n

Forrds: sajdt tabldzatok

Az elsé esetben (bal oldali tablazat) a cutoff értékét a minimalis 0-nak valasztot-
tuk. Ekkor minden kérelmez§ elutasitasra kerill, igy az ilyen kivalasztas soran
csak masodfaja hiba léphet fel, mértéke pedig az adatbazisban szerepld, jo tigyfe-
lek szdmaval egyezik meg (hiszen ezen kérelmeket is elutasitottak).

A jobb oldali tablazat azt a szituacidt mutatja, amikor az elutasitas kiiszobértékét
a maximalis C = 1 értékben hatarozzuk meg. Ekkor minden kérelmez&ét meghi-
telez a bank. Ez az eset tulajdonképpen a szakirodalomban gyakran emlegetett
»nyitott kapuk” modszere, amely a korabban ismertetett, szelekcids torzitas elke-
ritlésének legjobb modja, hiszen segitségével valdban a teljes sokasagot reprezen-
talé modellépitési mintank lesz. Ha ennyire hatasos, akkor miért nem alkalmaz-
zak a bankok a hitelezési scoring modelljeik épitésénél?

A vélasz igen egyszeru: mert ,,a tapasztalat drdga iskola”.* A bank hatalmas vesz-
teséget szenvedne el egy ilyen hitelportfélién a rossz iigyfelek nemfizetése nyo-

4 Benjamin Franklin (idézi JORION, 1999, p. 40.)
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man, ezért a pénziigyi intézmények inkabb vallaljak a szelekcios torzitas okozta,
magasabb szdmu modellhibat, vagy keresnek kevésbé megbizhaté megoldast az
alapadatok reprezentativitasinak kérdésére.

A cutoff tehét egy olyan valtozd, amelynek a valtoztatdsa esetén adott csédvalod-
szintségek mellett a klasszifikacids tébla szerkezete véltozik. Tanulmanyunkban
a modellezési kockazatot szeretnénk szamszersiteni, vagyis azt a veszélyt, hogy
a modellhibak miatt veszteséget szenved el a bank. A modellhiba miatti veszteség
pedig az elséfaju és masodfaju hibakbdl ered, igy a tovabbiakban a 2 x 2-es klasszi-
fikacios tabla (1. tdbldzat) jobb felso, illetve bal als6 negyedére kell fokuszalnunk.
Elészor valamilyen eljaras (példaul logisztikus regresszid) segitségével megbe-
csiljik minden tgyfélnél a p(x) feltételes bedSlési valdszintiségeket, amelyek
valdszintiségkénti értelmezése azon alapszik, hogy a modellépitési minta rep-
rezentdlja-e a hiteligénylék teljes, ,ajton bejovs” sokasagat. Kiilonbozé reject
inference technikak segitségével csokkenthet6 a szelekcios torzitas, igy az elutasi-
tott kérelmezdk adatainak beépitésével realis feltételezés lehet, hogy a minta rep-
rezentativ. Adottak tehdt a csédvaldszintségek, amelyek a cutofthoz hasonldan a
(0,1) intervallumon vehetik fel értékeiket.

Ha sorba rendezziik az egyedeket becsiilt cs6dvaldszintségeik alapjan, akkor -
amennyiben nincs két teljesen azonos megfigyelés — barmely két szomszédos p(x)
bed6lési valdsziniiség értéke kozotti cutoff kiilonbozé klasszifikacids tablahoz
vezet. Igy a klasszifikécids tébla (n + 1) kiilonbodzd szerkezete allithaté els, ame-
lyek adott bed6lési valdszintiségek mellett a default valtozé megfigyelt értékeitdl
tuggnek. Ezen kiilonboz6 klasszifikacidstabla-osszetételek segitségével pedig mo-
dellezhetd a hitelezési scoring rendszer modellkockazata.

Bontsuk fel a (0,1) intervallumot az imént emlitett médon megfelel6en sok részin-
tervallumra, az egyes osztépontok mint cutoff értékek mentén pedig nézziik meg
a teljes modellhibak okozta veszteséget!

Tegyiik fel, hogy az els6faju hiba koltsége D (debt), amely minden hiteligényl6re
azonos mértékii. Példaul D = 0,45 azt jelenti, hogy egy befogadott rossz kérelme-
26 csédje esetén varhatéan a bank nem kapja vissza az adott tigyféllel szembeni
kitettségének 45%-at. Jelolje L (lost profit) a masodfaju hiba bekovetkezése esetén
felmeriilt alternativakoltséget, amelyet az elmaradt kamatbevétel miatt szenved
el a bank. A modellkockdzat becslése soran végig fixnek feltételezziik a D és L
modellhibabdl eredé veszteségek aranyit.

Adott C elutasitasi kiiszobérték mellett a modellhibdk okozta veszteséget a teljes
hitelportféliora a kovetkezéképpen szamithatjuk ki:

9B bg
Teljes vesztesége = DZ E-p(x);+L ) E -p();, ()

=1 =1
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ahol E, az i-edik egyed esetén fennallo kltettseg (exposure) nagysaga (fedezet hi-
anyaban ez a folyositott hitelosszeg); p(x)z pedig az adott iigyfél becsiilt feltételes
cs6dvaloszintisége.

Az (5) egyenletben az els6 szumma azon tgyfelekre vonatkozik, ahol elséfaja hi-
bat vétett a modell, mig a masodik szummadban &sszegzédnek az olyan egyedek
altal okozott veszteségek, akik esetén masodfaju hiba kovetkezett be.

Ebben a részben bemutattuk, hogy hogyan kaphatjuk meg a lehetséges klasszi-
fikaciés modell okozta, portfolioszintt veszteségértékeket. A kovetkezé fejezet-
részben pedig ismertetjitk, hogy a veszteségek eloszlasanak felhasznalasaval ho-
gyan hatdrozhatéak meg a modellezési kockazat kiillonboz6 mértékei.

3.2. A modellkockazat mérése az extrémérték-elmélet segitségével

A hitelezési scoring rendszerek modellkockazatanak kockazati mértékére az em-
pirikus kvantilisnél jobb mérészamot adhat, ha a kockaztatott érték meghataro-
zasdhoz az extrémérték-elmélet eszkoztarat felhaszndlva, egy megfelel eloszlast
illesztiink a veszteségek szélére. Erre azért van sziikség, mert a veszteségeloszlas
szélein jellemzGden kevés megfigyelés talalhatd, amelyek kozott nagy tavolsagok is
lehetnek, igy pedig pontbecslésiink félrevezetd lehet.

Az extrémérték-elmélet (extreme value theory - EVT) az extrém (kiugrd) esemé-
nyek statisztikai elemzésével foglalkozik. Az elmélet részteriiletei koziil a pénz-
tigyi alkalmazdsokat tekintve talan a legelterjedtebb a kiiszobtullépések (treshold
exceedances) modellje, amely az dsszes olyan veszteséget figyelembe veszi az el-
oszlas szélének becslésére, amelyek meghaladnak egy bizonyos u veszteségkiiszo-
bot (Tulassay, 2013). Segitségével jobb becslést tudunk adni a VaR-ra az eloszlas
szélének teljes kort figyelembevételével.

Legyen X egy valdszintiségi valtozd, amely a modellezendé veszteségeket képvi-
seli, és (Fx)=P(X<x)a veszteségek eloszlastiiggvénye. Tekintsiik extrém veszteség-
nek az egy adott u kiiszobot meghaladé értékeket. A tullépések eloszlasa (feltéve,
hogy meghaladtuk az u hatart) ekkor

E()=PX-u<ylX>u, (6)
ahol (X - u) nem mas, mint a tallépés mértéke.

A Bayes-tétel segitségével Osszefiiggés kereshet6 az F(x) veszteségek eloszlastiigg-
vénye és az F (y) kiiszobtullépések feltételes eloszlasanak eloszlastiiggvénye kozott.

RO) =P - ylx > = U2 =2 TUER S0
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A Pickands, Balkema és de Haan altal bizonyitott tétel azt mondja, hogy az elosz-
lasok széles osztalyara létezik olyan & és (u), hogy ha az u kiiszob tart az eloszlas
fels6 végpontjahoz, akkor a kiiszobtullépések feltételes eloszlasanak eloszlasfiigg-
vényére igaz, hogy

E)=PX-u<ylX>u) = G pa®), 8)

ahol Gw(y) az altalanositott Pareto-eloszlas (Generalized Pareto Distribution —
GPD). A Pickands-Balkema-de Haan-tétel tehat kimondja, hogy elég magas kii-
sz0b esetén a tullépések kozelitéleg GPD-eloszlast kovetnek, vagyis az altalanosi-
tott Pareto-eloszlds a kiiszobtallépések természetes modellje (McNeil et al., 2005).

Az 4ltaldnositott Pareto-eloszlas eloszlastiiggvénye a kovetkez6 dltaldnos alakban
irhatd fel:

1

A

1- (1 + —) . £#0

Gep () = P , (9
1—e B, E=0

ahol & az Ggynevezett alakparaméter, f > 0 pedig a skalaparaméter. A GPD-

eloszlas varhato értéke pedig

E(X)=1L_é. (10)

A (9) felirasbdl jol 1atszik, hogy & = 0 esetben a GPD-eloszlas exponencidlis elosz-
last kovet A =% paraméter mellett, vagyis az exponencialis eloszlas az alta-

lanositott Pareto-eloszlas egy specialis eseteként is felfoghatd. A GPD-eloszlas
eloszlasfiiggvényét (baloldalon) és stirtiségfiiggvényét (jobb oldalon) mutatja a
4. dbra hdrom kiilonb6z6 £ alakparaméter esetén (8 = 1 mindegyik esetben):

4. abra

A GPD-eloszlas eloszlas- és stirtiségfiiggvénye kiilonbo6z6 & értékek esetén

< <
— — .
Paraméterek
g_ g_ - (=0
-— =05
o | o | o o £=2
Na) X
O « o0 <
=} S
N N
(=] (=]
< | <
=} S
X X

Forrds: sajat abra, R-ben elkészitve
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Az abrakon szaggatott vonal jelzi az exponencialis eloszlast (§ = 0), folytonos vonal
a 0,5-0s, mig pontozott gorbe a 2-es alakparaméterrel rendelkez6 GPD-eloszlast.
Amint az a 4. dbra stiriségfiiggvényein (g(x)) latszik, az alakparaméter megva-
lasztasaval rugalmasan az eloszlds szélére szabhato, a skalaparaméter segitségével
pedig illeszthetd pénzegységben értendd abszolit veszteségekre, de akdr szaza-
lékban értelmezett hozamokra is az altalanositott Pareto-eloszlas.

A veszteségeloszlas szélének modellje egy bizonyos u kiiszob felett a (7) és (8)
egyenletek felhasznalasaval és kihasznalva, hogy x = y + u, a kovetkez6 (x > u):

F(x) = [1 = FW)]Gep(x —u) + F(u) » (11)

ahol F(u)-t altalaban a historikus adatokbdl becsiiljiik: F(u) = %, ezt a mod

szert a szakirodalomban historikus szimulaciénak hivjak (a képletben szerepld
N, az u kiisz0bot meghaladé veszteségek szdmat jeloli, n pedig az 6sszes vizsgalt
veszteség darabszamat) (McNeil, 1999).

Ekkor az x > u veszteségeket a kovetkez6képpen modellezhetjiik:

T
ﬁ > (12)

amely mar egy pontosabb modell, mintha csak az empirikus eloszlast hasznal-
nank.

Fx)=[1 —F(u)]GEVﬁ(x—u) +Fuw) =1 —%

A kiiszobatlépések modelljének leirdsaban gyakran szerepelt az a bizonyos, meg-
feleléen valasztott u kiiszob, amely feletti tullépéseket az elmélet modellezi. En-
nek az u értéknek a meghatdrozasa a gyakorlatban nem egyszeri feladat. Egyik
lehetséges ut a hatar megvalasztasara, ha megvizsgaljuk az atlagos kiiszobtullé-
pések fiiggvényét (mean excess function). Egy X valdszintiségi valtozo atlagos kii-
szobtullépés-fliiggvénye a kovetkezé (amennyiben X varhato értéke véges):

e(w) = EX —ulX >u). (13)

Mint azt emlitettiik, a (7) egyenletben szerepld F (y) az u kiiszobot meghaladé
kiiszobtullépések eloszlasa, feltéve, hogy a veszteség atlépte az adott kiiszobot. A
(13) egyenletben szerepld, dtlagos kiiszobtullépés-fliggvény pedig megadja F, (y)
varhato6 értékét az u fliggvényében. Az, hogy a kiiszobtullépések feltételes eloszla-
sa GPD-eloszldst kovet, vagyis F, (x) = Gepeyy (X), a f(u) = B + &u, esetén tel-
teljesiil. Felhaszndlva a (10) egyenletben szerepl6 varhatéérték-képletet, az atlagos
kiiszobtullépés-fiiggvény atalakithaté a kovetkezd formaba:

_pe) _preu B S

T1-¢ 1-¢ 1-¢1-¢g“ (14)

e(u)
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A (14) egyenletbdl latszik, hogy a GPD-eloszlas esetén az atlagos kiiszobtullépés-
tuggvény u-ban linearis, vagyis a megfelel$ hatar kivélasztasanal az a feladatunk,
hogy abrazolva e(u)-t, az u fiiggvényében taldljunk egy olyan kiiszobértéket,
amely felett a fliiggvény kozel linedris, hiszen ekkor vélhet6en jol fog illeszkedni
az altaldnositott Pareto-eloszlas.

Az imént bemutatott kiiszobtullépések modellje a veszteségeloszlas egyszert
kvantilisénél jobban kihasznalja az eloszlas széleiben rejlé informaciot, igy fel-
hasznalhat6 az eddigieknél pontosabb VaR-becslésre a kovetkezé mddon:

1
R N, ~ (x—u\] ¢

Foo=1-—=2[1 _ =q,

0=1-2[1+2 ()] =4 ®
ezt invertalva, megkapjuk a kockaztatott értéket (g>F(u)):

LIV S

(Fa-a) -1, (16)

A VaR egyértelm elénye az egyszer( értelmezhetésége, de szamos hatranyos vo-
nasa van, példaul nem tekinthet$ koherens kockazati mértéknek. A legnagyobb
probléma mégsem ez a VaR-ral kapcsolatban, hanem hogy nem mond semmit
az azt meghaladd veszteségekrdl, vagyis az eloszlas legmagasabb veszteségeket
tartalmazé szélérol.

VaR, = F(q) =u+%

A modell segitségével a kockaztatott értéknél taldn jobb, koherens kockazati mér-

tékek is egyszertien szamithatéak, mint amilyen példdul az expected shortfall.

Az ES mar felhasznalja az eloszlas szélében rejlé informacidt, és azt mutatja meg,

hogy mekkora a VaR-t meghalad¢ veszteségek (feltételes) varhato értéke.

S S | VaR, p+Ctu

ES, =VaR, + E(X —VaR,|X > VaR,) = ——= + ki (17)
1-¢ 1-¢

A kiiszobtullépések modelljének segitségével jobban kihasznalhat6 az eloszlas

széleiben rejlé informacid, pontosabb és stabilabb eredményeket kapunk, mint-

ha empirikus kvantilist szamolndnk. Az elmélet szépsége mellett ugyanakkor

hatranyként megemlitenénk, hogy a nagyon magas kvantilisek még igy is csak
nagy hibaval becsiilhetéek. A GPD-eloszlas paramétereinek becslését és a tanul-
manyunk témdja szempontjabol egyéb lényeges kérdéseket a gyakorlati példan
fogjuk bemutatni.
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4. A MODELLKOCKAZAT BEMUTATASA EGY VALOS ADATBAZISON

Ebben a részben az a célunk, hogy egy valods, nyilvanosan elérheté adatbazison
is bemutassuk az eddig attekintett mddszereket. Az adattabla rovid ismertetését
kovetben el@szor alkalmazunk a reject inference technikdk koziil egy tobbszoros
imputacié alapu eljarast, amellyel célunk a szelekcids torzitds csokkentése. Ezek
utdn az imputalt adatbazison egy logisztikus regresszion alapuld scoring modellt
épitiink, amelynek modellezési kockazatat egy koherens (expected shortfall) és
egy nem koherens (VaR) kockazati mérték segitségével mérni fogjuk.

4.1. A German Credit Data adatbazis bemutatasa’

A hitelezési scoring adatbdzisok, illetve az azokbdl készitett hitelmindsité mo-
dellek a bankok leginkabb védett adatai kozé tartoznak. Ez az oka annak, hogy
nagyon nehéz hozzajutni egy olyan teljes adattablahoz, amelyen bemutathatéak
lennének az altalunk korabban ismertetett eljardsok. Néhany kisebb adatbdzis
oktatasi célra azért elérhetd, egy ilyenen fogjuk elvégezni a sziikséges elemzéseket
az R statisztikai programcsomag segitségével.

A German Credit Data ciml adatbazist a Hamburgi Egyetem Statisztika és
Okonometria Tanszéke publikalta. Az adattdbla 1000 lakossdgi hiteligénylé jel-
lemz6it tartalmazza. A sorokban talalhatok a megfigyelési egységek (iigyfelek), az
oszlopokban az egyes véltozok, amelyek mentén elbirdlhatjuk a hitelkérelmeket.
Osszesen 20 magyarazo valtozo, illetve egy hitelkockazatot jelz6 eredményvélto-
z6 (default) all rendelkezésiinkre annak eldontésére, hogy egy adott kérelmez6 jo
tgyfél lesz-e vagy rossz.

Miutdn nagy vonalakban megismerkedtiink az adatbazis lényeges jellemz6ivel,
kovetkezd fontos dllomasként a kordbban bemutatott modszer segitségével meg-
probaljuk csokkenteni az alapadatokban jelen 1év6 szelekcios torzitast.

4.2. A szelekcios torzitas csokkentése

Ahogyan azt az elméleti bevezetben is emlitettiik, a szelekcids torzitas kezelé-
sének szakirodalma szamtalan modszert kinal a probléma orvoslasara. Nincsen
olyan altalanos érvény eljards, amely minden tipust adathianyra a legjobb meg-
oldast adja. Az egyes szerzok a témdaban sok esetben ellentétes eredményre jutot-
tak, mert a modszerek sikere nagyban fiigg az adott adatbazis karakterisztikajatol.

5 A German Credit Data adatbazis nyilvanos, elérhet az alabbi helyen: https://archive.ics.uci.edu/
ml/datasets/Statlog+(German+Credit+Data), letSltve: 2014. 10. 09.
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A valésagban a bankok ismerik az elutasitott kérelmezék minden bekért ada-
tat (természetesen a csédosséget jelzd valtozd kivételével), igy rendelkezésiikre
all egy olyan minta, amely valdban az ,,ajton bejové”, a sokasagot reprezentalni
képes kérelmezdk adatait tartalmazza. Ehhez hasonlo, teljes adatbazis nyilvano-
san nem érhetd el, ezért feltételeztiik, hogy az el6z6 fejezetrészben bemutatott
German Credit Data adattabla ilyen, vagyis valamennyi tipust igényl6t a sokasagi
aranynak megfelelGen tartalmaz.

Ekkor az elutasitott kérelmez6k default valtozéjanak értékét nem ismerjiik, igy
ezeket torolni kell az adatbazisbol. Annak eldontésére, hogy mely tigyfelek legye-
nek azok, akik nem kaptak hitelt, lefuttattunk egy logisztikus regressziot vala-
mennyi megfigyelési egységre. A rendelkezésre all6 20 magyarazé valtozobol egy
backward® tipusti modellszelekcids eljaras segitségével csak az 5%-on szignifikans
valtozokat vontuk be a modellbe. Igy végiil a 11 magyardzé véltozés, sztikitett
modell alapjan meghataroztunk minden egyedre egy pontszamot.

Tegyiik fel, hogy a bank ezen becsiilt értékek alapjan a legrosszabb 5o hiteligény-
16t elutasitotta, a maradék 950 maganszemély pedig megkapta a kért dsszeget.
Azért kellett ilyen magas, 95%-o0s befogadasi aranyt feltételezniink, mert nagyobb
foku elutasitas mellett tal kevés rossz tigyfél maradt volna a mintaban, amelyre a
kés6bb bemutatasra kertils, imputdcios eljards nem tudna megfeleléen illeszked-
ni. Egy valés modellépitési adatbazis az altalunk hasznélt, 1000 elemt mintdnal
altalaban joval tobb megfigyelési egységet tartalmaz, igy ott a magasabb elutasi-
tasi arany sem okoz gondot.

Az elutasitott 50 hiteligényld default valtozdjat ezutan kitorsltik’, mert ezt csak
a befogadott tigyfelek esetében ismerhetjiitk. Amennyiben csak a meghitelezett
950 kérelmezé adataival dolgoznank a tovabbiakban, akkor vélhet6en torzitott
eredményeket kapnank a korabban bemutatott, szelekcios torzitas jelenléte miatt.
Be kell tehat épiteni az elutasitottakat is az elemzésbe. Ezt példaul ugy tehetjiik
meg, ha a meghitelezettek teljes kortien megfigyelt adatai alapjan megbecsiiljiik
az elutasitottak hidnyzo értékeit.

Az elutasitottak default valtozdjanak becslését egy logisztikus regresszion alapu-
16, tobbszoros imputacios eljarassal végeztiik el a ,mice” R package segitségével.
Amennyiben a hidnyos adatbdzis véletlenszerti (MAR) adathidnnyal rendelkezik,
gyakran hasznalt eljards annak kezelésére a tobbszords imputacié. Az altalunk
ismertetett eljarassal megbecsiiltiik tehat a default valtozé ismeretlen értékeit.
Osszehasonlitva az imputalt értékeket a kordbban torolt valésakkal, az 50 esetbél

6 A backward tipusu modellszelekcios eljards 1épésrél lépésre szilikiti a modellt, egészen addig,
amig nem lesz valamennyi bevont valtozo szignifikans (KovAcs, 2011)

7 A torlés elott az értékeket egy masik objektumba elmentettiik, hogy a késébbiekben az alkalma-
zott imputacids eljards hatékonysagat a segitségével vizsgdlni tudjuk.
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13-szor tévedett ez az eljaras. Ez azt jelenti, hogy az esetek 74%-aban helyesen be-
csiilte a hidnyz6 megfigyeléseket.

Ezutan az imputaciot elvégeztiik az eljaras bootstrapet felhasznald valtozataval
is. Egyes szerzOk szerint ugyanis a korabbiakban emlitett, normalitasi feltevés
a tobbszoros imputacids eljarasok esetében altaldban sériil, ami azt eredmé-
nyezheti, hogy torzitott becsléseket kaphatunk a 6 paraméterekre. Ez azonban
White et al. (2010) kutatdsai alapjan elkeriilheté bootstrapet alkalmazé eljara-
sokkal. Ennek sordn a megfigyelt adatokbol mintdkat vesziink, amelyeken djra
és Ujra elvégezziik az imputdacids eljarast, elmentve az egyes esetekben adddott
paramétereket. Végiil pedig ezen paraméterek eloszldsabdl huzva végezziik el a
hidanyzo adatok potlasat.

A bootstrapet alkalmazd, tobbszords imputacios eljaras csupan 6 esetben téve-
dett az eredeti értékekhez képest, ami 88%-os hatékonységot jelent. Mind a hat
télreklasszifikalt esetben a modszer masodfaju hibat vétett, vagyis valdjaban jo
tgyfeleket sorolt be a rosszak kozé. Mivel a gyakorlati tapasztalatok azt mutatjak,
hogy joval nagyobb az elséfaju hiba okozta veszteség, mint a masodfaji miatt
bekovetkez, ezért az altalunk alkalmazott eljaras amellett, hogy kevés esetben
tévedett, mindezt a kisebb koltséggel jard irdnyba tette. Ezek figyelembe vételével
végiil a bootstrap alapti masodik eljaras altal kapott becsiilt eredményekkel egé-
szitettiik ki a hidnyos adatmatrixot.

4.3. A lehetséges modellkockazati veszteségek meghatarozasa

Az immar hidnyzé értékektSl mentes adattablan az el6z6 fejezetrészben leirtak-
hoz hasonléan lefuttattunk egy logisztikus regressziot eldszor minden magyara-
26 valtozo bevonasaval, majd létrehoztunk egy sziikebb modellt, csak az 5%-on
szignifikdnsak felhasznalasaval.

A logit becsiilt paramétereinek segitségével minden tigyfélre meghataroztuk annak
beddlési valoszintiségét (probability of default - PD). Az eredmények valoszintiség-
ként vald értelmezése egy erés feltevés, de amennyiben az adatbazisban szereplé
1000 kérelmezd valdban reprezentalja a teljes sokasagot, és a szelekcios torzitas ke-
zelésére iranyulo torekvés sikeres volt, akkor ez a feltételezés megfelel6 lehet.

A modellkockadzat szamszer(isitéséhez sziikségiink van egy becsiilt nemteljesités-
kori veszteségratara (loss given default - LGD), amely azt mutatja meg, hogy egy
befogadott tigyfél cs6dje esetén varhatoan a kitettség mekkora része nem tériil
meg. Ennek becsléséhez tampontot nyujthat a bazeli szabalyozas, amely a hitel-
kockazati alap IRB (internal rating based — belsé mindésitésen alapulé) modszer
keretében 45%-os LGD-értéket ir el nem aldrendelt, elismert biztositék nélkiili
hitelekre (575/2013/EU-rendelet, 161. cikk (1)).
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Ez az érték azonban a nem lakossagi kitettségekre vonatkozik, a maganszemé-
lyeknek nyujtott kolcsonok esetében a nemteljesitéskori veszteségratat a hitelin-
tézeteknek és befektetési vallalkozasoknak sajat maguknak kell becsiilniiik. Az
elemzéshez kiindulépontnak ezt a szabdlyozdi értéket fogjuk haszndlni, de ezen
input paraméternek barmelyik intézmény beirhatja az altala becsiilt LGD-t.

Folytatva a lehetséges modellkockazati veszteségek meghatarozasanak gondo-
latmenetét, legyen az elséfaju hiba koltsége minden egyedre 45% (D = 0,45). A
masodfaja hiba koltsége egy jo tigyfél elutasitdsa esetén felmeriil alternativakolt-
séget jelenti, vagyis az elmulasztott kamatjovedelmeket. A German Credit Data
adatbdzis leirasaban megtaldlhatd, hogy Hans Hofmannak, a Hamburgi Egyetem
professzordnak becslése szerint hozzavet6leg 6tszor akkora az elséfaju hiba kolt-
sége, mint a masodfaju hibaé (Hofmann, 1994). Ezt felhasznalva, legyen a ma-
sodfaju hiba sordn elszenvedett veszteség a Kitettség 9%-a (L = 0,45/5 = 0,09). Az
elemzés végén el fogjuk végezni ezen becsiilt veszteségek érzékenységvizsgalatat,
vagyis megnézziik azok végsé kockazati mértékre kifejtett hatdsat.

A modellhibak okozta lehetséges veszteségeket a 3.1 alfejezetben leirt médon ha-
taroztuk meg ugy, hogy el6szor létrehoztuk azon cutoft értékek vektorat, amelyek
mentén a kiilénboz6 klasszifikaciostabla-szerkezetek esetén eléfordulé vesztesé-
geket vizsgalni fogjuk. Ezutdn a kiilonb6z6 elutasitasi kiiszobértékek esetén meg-
néztiik, hogy mely egyedeket sorolt be a modell tévesen jonak, illetve helytelen
modon rossznak.

Minden kérelmez6re, ahol a modell hibat ejtett, kiszamoltuk a varhat6 vesztesé-
get. Ezt ugy végeztiik el, hogy vettiik a kitettség (vagyis a hitelosszeg) értékének
45%-at, illetve 9%-at attol fiiggden, hogy elsé- vagy masodfaju hibat kovetett el a
modell, majd ezt megszoroztuk az adott egyedre becsiilt csédvaldszintiséggel. Itt
azzal a feltételezéssel éliink, hogy ezek a kockazati tényezék (PD, LGD, E) egy-
mastdl fuiggetlenek, valamint fedezettel nem rendelkezé hitelkihelyezésekrél van
sz0, vagyis a kitettség mértéke megegyezik a hitelosszeggel.

Adott cutoff mellett a portfolidszintli modellkockazati veszteséget ezen egyedi
varhato6 koltségek Osszege adja. A kordbban leirt médon meghatarozott, kiilon-
boz6 befogadasi kiiszobértékek mellett kiszamitva mindezt, az eltérd Osszetételt
klasszifikdcids tablak melletti, modellhibak okozta veszteségeket kaptuk.

4.4. A modellkockazat szimszeriisitése

Az el6z6ekben kiszamitott, téves besorolasokbdl eredd, lehetséges portfolidszintii
veszteségeket mutatja a kovetkezé hisztogram:
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5. abra
A portfdlioszintii veszteségek hisztogramja
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Forrds: sajat dbra

Az 5. dbrdn lathatd veszteségeloszlas erés aszimmetriaval rendelkezik, a jobb széle
hosszan elnyulik. Ez azt mutatja, hogy az alacsony veszteségek gyakoriak, mig az
igazan nagy modellhibak okozta veszteségbdl kevés van.

A kévetkezékben az 5. dbrdn lathatd veszteségeloszlas szélére fogjuk alkalmazni
a kiiszobtuallépések modelljének eszkoztarat. Az R-ben valé kalkulaciokat, illetve
abrékat az ,evir” package segitségével készitettiik el. Mint azt korabban emlitet-
tik, az extrémérték-elméletnek szadmos alkalmazdsi teriilete van, a szdban for-
g0 R csomag kifejezetten a pénziigyi alkalmazasra fékuszalva szamit killonboz6
kockazati mértékeket a veszteségeloszlasra. Az illesztett GPD-eloszlas paraméte-
reinek becslését maximum likelihood mddszerrel végzi a program (Gilleland et
al,, 2013).

Szitkségiink van el8szor egy megfeleléen megvalasztott u kiiszobre amelyet meg-
haladé veszteségeknél a kiiszobtullépések feltételes eloszlasa kozelitéleg GPD-
eloszlast kovet. A hatdr megtaldlasanak egyik leggyakrabban hasznilt eszkoze
az atlagos kiiszobtullépések fiiggvénye, amely megmutatja, hogy kiilonb6z6 u
értékek esetén (vizszintes tengely) mekkora az azt meghalad6 veszteségek atlaga.
A GPD-eloszlas esetén ezen varhatd érték az u kiiszob linedris fiiggvénye, vagyis

feladatunk az, hogy meghatarozzunk egy olyan hatart, amely felett az atlagos kii-
szobtullépések fiiggvénye kozel linearis.
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6. abra

Atlagos kiiszobtullépések fiiggvénye (mean excess function)
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A 6. dbrdn lathatjuk, hogy a kiiszobvalasztds problémaja nem feltétleniil egyér-
telm{, tobb megoldas is lehetséges. Hozzavet6legesen a 60 ooo német markas
hatar alatt a fiiggvény hatdrozottan pozitiv meredekségli, mig ezen érték felett
egy negativ trend latszik. Ezek alapjan u = 60 oooo kiiszob mellett illesztettiink
GPD-eloszlast a veszteségekre. Mivel tobb lehetséges hatar is megfelel6 lenne, az
elemzés végén be fogjuk mutatni a kockazati mértékek érzékenységét a kiiszob-
vélasztasra. Az illesztett GPD-eloszlas becsiilt § alak- és B skdlaparamétere, vala-
mint a standard hibdk a kévetkezok lettek:

4. tablazat

Az illesztett GPD-eloszlas becsiilt paraméterei és a standard hibak

Megnevezés § B
Becsiilt paraméter -0,0822 72 744
Standard hiba 0,0532 3964

Forrds: sajat tabldzat

A megfigyelésekre illesztett GPD-modell lehet&séget nyujt a veszteségeloszlasok
fels6 kvantiliseinek becslésére, és ezaltal kiillonb6z6 kockazati mértékek kiszami-
tdsdra.
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5. tablazat

VaR-értékek, historikus percentilisek, valamint expected shortfall

Szignifikanciaszint VaR Historikus percentilis ES
95% 5,70% 6,05% 7,46%
99% 8,57% 8,87% 10,12%

Forrds: sajat tablazat

Az 5. tabldzatban a kockazati mértékek a teljes hitelportfolié értékének szazalé-
kaban vannak kifejezve. Lathato, hogy a veszteségeloszlas historikus percentilise
minden esetben viszonylag kozel esik az illesztett GPD-eloszlason alapulé VaR-
becsléshez. A két érték kozill ez utobbit tekinthetjiik a jobb becslésnek, mert a
korabban leirtaknak megfelel6en a kiiszobtallépések modellje jobban kihasznalja
a veszteségeloszlas szélében rejlé informaciot.

A tablazat als6 soraban talalhaté VaR-érték példaul ugy értelmezhetd, hogy 99%-
os megbizhatosaggal az adésmindsitési modell hibaibél adédéan elszenvedhetd
maximalis veszteség a portfolio értékének 8,57%-a a kdvetkezd periddusban. Az
expected shortfall a kockaztatott értéket meghalado veszteségek (feltételes) var-
haté értékét mutatja, ezért az minden esetben magasabb lesz a VaR-nal. Ennek
megfeleléen a tablazatban szerepld 10,12%-o0s érték azt jelenti, hogy 99%-os meg-
bizhatosagi szinten a lehetséges modellkockazati veszteségek legrosszabb 1%-os
tartomdnydban (a 280 506 német marka feletti veszteségek esetén) varhatéan az
intézményt 10,12%-0s veszteség érheti.

Az imént értelmezett kockdzati mértékeket, azok konfidenciaintervallumait, va-
lamint az illesztett dltaldnositott Pareto-eloszlast szemlélteti az alabbi dbra:

7. abra

A 99%-0s VaR- és ES-értékek, valamint azok konfidenciaintervallumai
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A 7. dbrdn karikak jelzik az egyes megfigyelt veszteségeket (x), a folytonos vonal
pedig az illesztett GDP-eloszlast. Latszik, hogy néhany outliertdl eltekintve, elég
jol illeszkednek az adatpontok az altaldnositott Pareto-eloszlasra. A bal oldali,
fiiggoleges szaggatott vonal a 99%-os VaR-értéket, a téle jobbra esd, fiiggoleges
egyenes pedig az expected shortfallt jel6li. A két konkav gorbe a kockazati mérté-
kek konfidenciaintervallumait mutatja. Az abran lathatd, vizszintes vonal és ezen
két gorbe metszéspontjai megadjak a becstilt kockazati mérészamok 95%-os (jobb
oldali tengely) konfidenciaintervalluméanak végpontjait. Ezen egyenest parhuza-
mosan lefele tolva a 99%-os érték felé, egyre nagyobb megbizhatosagi szintii inter-
vallumokat kapunk. Természetesen — ahogyan az az abran is latszik - magasabb
megbizhat6sagi szintli becslés egyre szélesebb konfidenciasavot eredményez.

Korabban emlitettiik, hogy az atlagos kiiszobtullépések fliiggvénye (6. dbra) alap-
jan nem mindig egyértelmd az u kiiszob megvalasztasa.

8. abra
A 99%-0s VaR értéke az u kiiszob fiiggvényében
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Forrds: sajdt dbra

A 8. dbra azt mutatja, hogy az altalunk valasztott 60 ooo német markds hatar
(fels6 tengely) folott szinte barhol megvalaszthattuk volna az u értékét, a 99%-os
VaR becslése nem valtozna szignifikansan. Ez azt jelenti, hogy a kiiszobtullépések
modellje a kockazati mértékek robusztus becslését adja (McNeil et al., 2005).

A kulonféle feltételezések mellett a bemutatott eljaras fiigg bizonyos bemené pa-
raméterek értékétdl. Ilyen példaul az elsé-, valamint a masodfaju hiba koltsége. A
korabbiakban az elséfaju hibat D = 45%-ként hataroztuk meg a bazeli szabalyozas
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eldirt LGD-je alapjan, valamint egy szakértdi becslés segitségével a hibamértékek
aranyabol szamitottuk ki a masodfaja hiba koltségét (L = 9%). A kovetkezé tabla-
zat mutatja a 99%-os megbizhatosagi szint(i VaR ezen paraméterekre vonatkozo
érzékenységét:

6. tablazat
Az elsé- (D) és masodfaju (L) hiba koltségének hatasa a 99%-os VaR-ra

Erzékenység- D
vizsgalat ~1% 0% +1%
-1% -0,91% -0,64% 0,38%
L 0% -0,73% 0% 0,93%
+1% -0,70% 0,03% 1,02%

Forrds: sajat tablazat

A 6. tabldzat oszlopaiban lathatjuk, hogy hany szazalékkal valtozik a 99%-o0s VaR
értéke, amennyiben a D = 45%-rdl kiindulva 1%-kal noveljik, illetve csokkentjiik
az els6faju hiba koltségét. A sorok pedig azt mutatjak meg, hogy hany szédzalékkal
valtozik ugyanezen kockdzati mérték, ha a masodfaju hiba koltségét valtoztatjuk
az L = 9%-os szinthez képest.

Jol latszik, hogy a 99%-o0s kockdztatott érték joval érzékenyebb a D bemend para-
méterre. Amennyiben ceteris paribus a D-t noveljitk 1%-kal, akkor a VaR értéke
0,93%-kal nd, mig ugyanez a valtozas L novelésének hatasara csupan 0,03%. Az
is jol lathato, hogy a valtozdsok mértéke nem szimmetrikus, példaul egyiittesen
emelve a kétféle hiba koltségét, a VaR 1,02%-kal né, mig szimultan csokkentve
azokat, csupan 0,91%-kal csokken a kockaztatott érték. Ezen megallapitasokat
mindenféleképpen szem el6tt kell tartania a hitelintézetnek, amennyibena D és L
bemend paramétereket megbecsli a modellkockazat méréséhez, mert a VaR érté-
ke érzékeny ezen input adatokra.

Elemzéstink zarasaként még mindenképpen érdemes megvizsgalni, hogy az élta-
lunk szamszertsitett kockazati mértékek képesek-e pontosan mérni a modellezé-
si kockazatot. A vélasz természetesen nem, hiszen a kockéazat egy latens, vagyis
kozvetleniil nem mérheté fogalom. Es mint ilyen, annak ,,bdrmely kvantifikdlhaté
mértéke csupdn kozelité érték, kiemelve egy tényezdjét ama valos kockdzatnak,
amely elméletileg komplex, tobbjelentésii és soktényezds” (Bélydcz, 2011, p. 309.)
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5. OSSZEGZES

Tanulmanyunk céljaként az adésmindésitési modellek modellezési kockazatanak
mérését tiiztiik ki, hogy az igy kapott eredmények segitségével a hitelintézetek
jobban megismerhessék az dltaluk hasznalt modellek hibaibol adédo, esetleges
veszteségeket, valamint az igy nyert informaci6 tamogathassa a vezet6ket a don-
tések meghozataldban.

A modellezési kockazat definidldsat kovetden egy rovid kitekintéssel bemutattuk
annak helyét a bazeli szabalyozasban. Ezt kovet6en a problémakor egy vékony,
de annal jelentésebb szeletét allitottuk a vizsgalodas kozéppontjaba, a hitelezési
scoring modellek modellezési kockazatat.

Ezutan az alapadatok reprezentativitasinak kérdésével foglalkoztunk. A szelek-
cids torzitasként ismert probléma azért 1ép fel, mert a bank csak azon kérelme-
z0k estén rendelkezik hidnytalanul megfigyelt adatokkal, akik mar kaptak hitelt.
Azon tigyfelek esetén, akiket a hitelintézet elutasitott, nem ismert a hitelkockaza-
tot jelzo valtozé értéke, vagyis hogy mi tortént volna abban az esetben, ha meg-
kapjak a kért kolesont. Itt tehat a modellkockazat kérdése felfoghatd hianyzé adat
problémajaként.

Ezt szem el6tt tartva, attekintettiik az adathidny f6bb tipusait, majd kiemeltiink
az eljarasok koziil egy tobbszoros imputacié alapti metodust. Azért esett a valasz-
tasunk erre, mert segitségével beépithet6 az adathiany okozta bizonytalansag a
becslésbe, amely kockazatkezelési szempontbodl kiemelt jelentéségti.

Ezt kovetSen bemutattuk, hogy adott becstilt bed6lési valdszintiségek, valamint
cs@dosséget jelz6 valtozd (default) mellett hogyan hasznalhato fel a cutoft ki-
16nbo6z6 szerkezetl klasszifikdcids tablak modellezésére, és igy a lehetséges mo-
dellkockazati veszteségek elddllitasara. Ha pedig a veszteségeloszlas szélére al-
kalmazzuk a kiiszobtullépések modelljét, mar konnyedén meghatarozhatéak a
modellezési kockazat kiilonboz6 mértékei.

A sziitkséges elméleti alapok bemutatdsa utdn attértiink a leirtak gyakorlati pél-
dén torténd alkalmazasara. Az adattabla rovid bemutatasat kovetden egyvaltozds
és véletlenszertt (MAR) adathiany feltételezése mellett alkalmaztunk egy tobb-
sz0ros imputdcids eljarast az elutasitott kérelmez6k hianyzé default valtozédjanak
becslésére. Itt azt tapasztaltuk, hogy ezen eljarasnak a bootstrapet felhasznald
valtozata pontosabb becsléseket eredményez.

Ezutdan megbecsiiltiik az egyes tigyfelek cs6dvaloszintiségeit, amelyek alapjan el6-
allitottuk a lehetséges modellkockazati veszteségeket. Ezen veszteségeloszlas szé-
lére altalanositott Pareto-eloszlas illesztése mellett meghataroztunk két kockazati
mértéket, a VaR-t és az expected shortfallt.
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Ezt kovetéen megvizsgaltuk a 99%-os kockaztatott érték érzékenységét elészor
az extrémérték-elmélet alkalmazdsa soran hasznalt kiiszobre, majd pedig az els6-
és masodfaju hiba koltségére. Itt arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a VaR
robusztus a kiiszob megvalasztasara, viszont az egyes modelltévedések esetén el-
szenvedett veszteségek értékei komolyan befolydsoljak a kockazati mértéket, ezek
minél pontosabb becslése tehat létfontossagu a végeredmény szempontjabdl.

Ahogyan azt tanulmanyunk cime is kiemeli, tokéletes modell definicidszertien
nem létezhet, vagyis mindenképpen sziikség van a modellhibakbdl ad6do, lehet-
séges veszélyek minél sokoldalubb feltérképezésére. Az dltalunk hasznalt eljaras is
csupan a végteleniil komplex modellezési kockazat egy leegyszer(sitett metszetét
mutatja, igy — visszautalva George E. P. Box szavaira — bar ez sem adhat hibatlan
eredményt, de azért reményeink szerint hasznos lehet a modellkockazat megis-
meréséhez, az ehhez kapcsolddé banki dontések meghozataldhoz.
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